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Odinary differential operators of odd order with distribution
coefficients
K. A.Mirzoev and A. A. Shkalikov
1
Abstract
We work with differential expressions of the form
τ2n+1y = (−1)ni{(q0y(n+1))(n) + (q0y(n))(n+1)}+
n∑
k=0
(−1)n+k(p(k)k y(n−k))(n−k)+
+ i
n∑
k=1
(−1)n+k+1{(q(k)k y(n+1−k))(n−k) + (q(k)k y(n−k))(n+1−k)},
where the complex valued coefficients pj and qj are subject the following conditions:
q0(x) ∈ ACloc(a, b), Re q0 > 0, while all the other functions
q1(x), q2(x), . . . , qn(x), p0(x), p1(x), . . . , pn(x)
belong to the space L1loc(a, b). This implies that the coefficients p
(k)
k and q
(k)
k in the
expression τ2n+1 are distributions of singularity order k.
The main objective of the paper is to represent the differential expression τ2n+1 in
the other (regularized) form which allows to define the minimal and maximal operators
associated with this differential expression.
Key words: ordinary differential operators, singular coefficients, distribution
coefficients, quasi-derivatives.
Цель этой заметки — научиться определять дифференциальные операторы нечет-
ного порядка с коэффициентами-распределениями при некоторых естественных
условиях на эти коэффициенты. Мы будем действовать по той же схеме, что в нашей
прежней работе [1], в которой аналогичная задача решалась для операторов четного
порядка. Одновременно отметим, что в нечетном случае имеется своя специфика и
новые трудности.
1This work is supported by Russian Science Foundation (RNF) under grant No 17-11-01215.
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2Рассмотрим дифференциальное выражение нечетного порядка
(1) τ2n+1y = (−1)ni{(q0y(n+1))(n) + (q0y(n))(n+1)}+
n∑
k=0
(−1)n+k(p(k)k y(n−k))(n−k)+
+ i
n∑
k=1
(−1)n+k+1{(q(k)k y(n+1−k))(n−k) + (q(k)k y(n−k))(n+1−k)},
предполагая, что комплекснозначные коэффициенты pj и qj таковы, что функция
q0(x) ∈ ACloc(a, b), Re q0 > 0, а все функции
q1(x), q2(x), . . . , qn(x), p0(x), p1(x), . . . , pn(x)
принадлежат пространству L1loc(a, b). Тем самым, функции p
(k)
k и q
(k)
k , участвующие
в качестве коэффициентов в (1), являются распределениями порядка сингулярности
k.
Введем обозначения
ϕk := pk + iqk, ϕ˜k := pk − iqk, k = 1, 2, . . . , n,
и определим квадратную матрицу F2n+1, полагая
F2n+1 =


0 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 fn,n+1 0 0 . . . 0
fn+1,1 fn+1,2 . . . fn+1,n fn+1,n+1 fn+1,n+2 0 . . . 0
0 fn+2,2 . . . fn+2,n fn+2,n+1 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . f2n,n f2n,n+1 0 0 . . . 1
0 0 . . . 0 f2n+1,n+1 0 0 . . . 0


,
где ненулевые элементы fij этой матрицы определяются равенствами
fi,i+1 = 1, i = 1, 2, . . . , n− 1, n+ 2, . . . , 2n,
fn,n+1 = fn+1,n+2 =
1√
2q0
, fn+1,n+1−j = (−1)j iϕ˜j√
2q0
, j = 1, 2, . . . n,
fn+1,n+1 =
ip0
2q0
,
fn+1+j,n+1 =
iϕj√
2q0
, j = 1, 2, . . . n,
fn+1+k,n+k−j = (−1)j+k+1Ckj+1
[
ipj+1 + (1− 2k
j + 1
)qj+1
]
,
k = 1, 2, . . . , n− 1, j = k, k + 1, . . . , n− 1.
Для наглядности приведем явный вид матриц F3, F5 и F7:
3F3 =


0 1√
2q0
0
− iϕ˜1√
2q0
ip0
2q0
1√
2q0
0 iϕ1√
2q0
0

 , F5 =


0 1 0 0 0
0 0 1√
2q0
0 0
iϕ˜2√
2q0
− iϕ˜1√
2q0
ip0
2q0
1√
2q0
0
0 −2ip2 iϕ1√2q0 0 1
0 0 iϕ2√
2q0
0 0


и
F7 =


0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1√
2q0
0 0 0
− iϕ˜3√
2q0
iϕ˜2√
2q0
− iϕ˜1√
2q0
ip0
2q0
1√
2q0
0 0
0 q3 + 3ip3 −2ip2 iϕ1√2q0 0 1 0
0 0 q3 − 3ip3 iϕ2√2q0 0 0 1
0 0 0 iϕ3√
2q0
0 0 0


.
Матрица F2n+1 имеет специальный вид. Такого типа матрицы рассматривались и
ранее, и в литературе их называют матрицами Шина–Зетла (см., например, [2]). В
работе [1] класс таких матриц обозначался через S2n+1(a, b).
Определим теперь квазипроизводные y[j], j = 0, 1, ...2n, и квазидифференциаль-
ное выраженние τy для заданной функции y, согласованные с матрицей F2n+1. Эле-
ментарные вычисления показывают, что
(2) y[k] = y(k), k = 0, 1, . . . , n− 1,
(3) y[n] =
√
2q0y
(n),
(4) y[n+1] =
√
2q0(
√
2q0y
(n))′ − ip0y(n) − i
n∑
j=1
(−1)jϕ˜jy(n−j),
(5) y[n+k+1] = (y[n+k])′ −
n−1∑
j=k−1
(−1)j+k+1Ckj+1
[
ipj+1 + (1− 2k
j + 1
)qj+1
]
y(n+k−j−1),
k = 1, 2, . . . , n− 1,
и
(6) τ2n+1y = i
2n+1[(y[2n])′ − iϕny(n)].
Сначала приведем к дивергентной форме вида (1) выражение τmy при значениях
m = 3, 5 и 7.
4Пусть m = 3, тогда, применяя формулы (2)–(6), получим
y[1] =
√
2q0y
′,
y[2] =
√
2q0(
√
2q0y
′)′ − ip0y′ + iϕ˜1y = {(q0y′)′ + q0y′′} − ip0y′ + iϕ˜1y = Φ0 + iϕ˜1y,
где
Φ0 = {(q0y′)′ + q0y′′} − ip0y′,
и
τ3y = i
3
(
(y[2])′ − iϕ1y′
)
= i3
(
(Φ′0 + i(ϕ˜1y)
′ − iϕ1y′
)
= i3
(
(Φ′0 + {(q1y)′ + q1y′}+ ip′1y
)
.
Таким образом,
τ3y = i
3
(
{(q0y′)′′ + (q0y′′)′} − i(p0y′)′ + {(q1y)′ + q1y′}+ ip′1y
)
=
= −i{(q0y′)′′ + (q0y′′)′} − (p0y′)′ − i{(q1y)′ + q1y′}+ p′1y.
Пусть теперь m = 5. Согласно формулам (2)–(6), имеем
y[1] = y′, y[2] =
√
2q0y
′′,
y[3] =
√
2q0(
√
2q0y
′′)′ − ip0y′′ + iϕ˜1y′ − iϕ˜2y =
= {(q0y′′)′ + q0y′′′} − ip0y′′ + iϕ˜1y′ − iϕ˜2y = Φ0 + iϕ˜1y′ − iϕ˜2y,
где
Φ0 = {(q0y′′)′ + q0y′′′} − ip0y′′,
y[4] = Φ′0 + {(q1y′)′ + q1y′′}+ ip′1y′ − i(ϕ˜2y)′ + 2ip2y′ = Φ1 − i(ϕ˜2y)′ + 2ip2y′,
где
Φ1 = Φ
′
0 + {(q1y′)′ + q1y′′}+ ip′1y′,
и поэтому
τ5y = i
5
(
(y[4])′ − iϕ2y′′
)
= i5
(
Φ′1 − i(ϕ˜2y)′′ + 2i(p2y′)′ − i(ϕ˜2y)′′
)
=
= i5
(
Φ′1 − {(q′2y′) + (q′2y)′} − ip2y′′
)
Таким образом,
τ5y = i{(q0y′′)′′′+(q0y′′′)′′}+(p0y′′)′′+ i{(q1y′)′′+(q1y′′)′}−(p′1y′)′−i{(q′2y′)+(q′2y)′}+p′′2y
Рассмотрим далее случай, когда m = 7,
y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] =
√
2q0y
′′′,
y[4] =
√
2q0(
√
2q0y
′′′)′ − ip0y′′′ + iϕ˜3y − iϕ˜2y′ + iϕ˜1y′′ =
= {(q0y′′′)′ + q0y(4)} − ip0y′′′ + iϕ˜3y − iϕ˜2y′ + iϕ˜1y′′ = Φ0 + iϕ˜3y − iϕ˜2y′ + iϕ˜1y′′,
где
Φ0 = {(q0y′′′)′ + q0y(4)} − ip0y′′′,
5y[5] = Φ1 − i(ϕ˜2y′)′ + i(ϕ˜3y)′ − (q3 + 3ip3)y′ + 2ip2y′′,
где
Φ1 = Φ
′
0 + {(q1y′′)′ + q1y′′′}+ ip′1y′′,
а
y[6] = Φ2 + i(ϕ˜3y)
′′ − ((q3 + 3ip3)y′)′ − (q3 − 3ip3)y′′,
где
Φ2 = Φ
′
1 − {(q′2y′)′ + q′2y′′} − ip′′2y′,
и
τ7y = i
7
(
(y[6])′ − iϕ3y′′′
)
= i7
(
Φ′2 + {(q′′3y)′ + q′′3y′}+ ip′′′3 y
)
.
Таким образом,
τ7y = i
7
(
{(q0y′′′)(4) + (q0y(4))′′′} − i(p0y′′′)′′′+
+{(q1y(′′))′′′+(q1y′′′)′′}+i(p′1y′′)′′−{(q′2y′)′′+(q′2y′′)′}−i(p′′2y′)′+{(q′′3y)′+(q′′3y′)}+ip′′′3 y
)
=
= −i{(q0y′′′)(4) + (q0y(4))′′′} − (p0y′′′)′′′−
−i{(q1y(′′))′′′+(q1y′′′)′′}+(p′1y′′)′′+ i{(q′2y′)′′+(q′2y′′)′}− (p′′2y′)′− i{(q′′3y)′+(q′′3y′)}+p′′′3 y.
Вернемся к общему случаю. Напомним, что, согласно определению (см., на-
пример, [2]), все квазипроизводные y[j], j = 0, 1, ..., 2n, функции y локально абсо-
лютно непрерывны на (a, b). По условию А) таковой является и функция q0. По-
этому функция y(n) = y[n]/
√
2q0 (см. формулу (3)) является локально абсолют-
но непрерывной на (a, b) функцией, и, следовательно, y(n+1) ∈ L1loc(a, b). Учиты-
вая это, первые два слагаемых в правой части формулы (4) преобразуются к виду
(q0y
(n))′ + q0y
(n+1) − ip0y(n)(=: Φ0). Тогда формула (4) примет вид
y[n+1] = Φ0 − i
n∑
j=1
(−1)jϕ˜jy(n−j).
Взяв в формуле (5) k = 1 и учитывая последнюю формулу, после элементарных
преобразований получаем, что
y[n+2] = Φ1 − i
n∑
j=2
(−1)j(ϕ˜jy(n−j))′ −
n−1∑
j=1
(−1)j+2C1j+1
[
ipj+1 + (1− 2
j + 1
)qj+1
]
y(n−j),
где
Φ1 = Φ
′
0 + (q1y
(n−1))′ + q1y
(n) + ip′1y
(n−1).
Продолжая эти рассуждения, методом математической индукции легко доказать,что
y[n+k] = Φk−1 − i
n∑
j=k
(−1)j(ϕ˜jy(n−j))(k−1)−
6−
n−1∑
j=k−1
{
k−1∑
s=1
((−1)j+s+1Csj+1
[
ipj+1 + (1− 2s
j + 1
)qj+1
]
y(n+s−1−j))(k−s−1)
}
,
k = 1, 2, . . . , n,
где
Φ0 = (q0y
(n))′ + q0y
(n+1) − ip0y(n)
и
Φs = Φ
′
s−1 + (−1)s+1[{(q(s−1)s y(n−s))′ + q(s−1)s y(n+1−s)}+ ip(s)s y(n−s)], s = 1, 2, . . . , n− 1,
и поэтому выражение τ2n+1 (см. (6)) имеет вид
τ2n+1y = (−1)ni{(q0y(n+1))(n) + (q0y(n))(n+1)}+
n∑
k=0
(−1)n+k(p(k)k y(n−k))(n−k)+
+i
n∑
k=1
(−1)n+k+1{(q(k)k y(n+1−k))(n−k) + (q(k)k y(n−k))(n+1−k)}.
Тем самым, дифференциальное выражение с коэффициентами-распределениями ви-
да (1) совпадает с регуляризованным дифференциальным выражением (6), с помо-
щью которого можно определять соответствующие минимальные и максимальные
операторы и получать утверждения такого же типа, как в [1].
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